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Polygones réguliers et triangles équilatéraux
1) Triangle équilatéral construit sur un côté du polygone
Soit un triangle équilatéral construit intérieurement sur un côté d’un polygone régulier dont le nombre n de sommets (ou de côtés) est supérieur à 6. Deux de ses sommets sont donc deux sommets consécutifs du polygone régulier. Et son troisième sommet ?
Si l’on note S1, S2, … Sn-1, Sn les sommets du polygone et si l’on construit le triangle équilatéral sur le côté S1S2, son troisième sommet se trouve sur le côté d’un autre triangle équilatéral construit, bien entendu intérieurement, sur la corde du cercle circonscrit au polygone qui joint le sommet S3 au point diamétralement opposé au sommet S1.

Ce dernier point est un sommet du polygone si n est pair, et le milieu d’un arc entre deux sommets si n est impair.  

Par symétrie, ce troisième sommet se trouve également sur le côté du triangle équilatéral construit sur la corde du cercle circonscrit au polygone qui joint le sommet Sn au point diamétralement opposé au sommet S2.

Sur les figures suivantes sont représentés les cas d’un tétradécagone (n = 14) et d’un tridécagone (n = 13).
[image: image1.png]M 'F
\

4




[image: image2.png]



Pour prouver que le point P se trouve sur le côté BQ, il suffit de montrer que les deux angles RBQ et PBA sont supplémentaires.
Ces deux angles se décomposent ainsi : 
RBQ = RBC + CBM + MBQ      et       PBA = PBN + NBA
On sait que l’angle NBA vaut π/n (angle inscrit interceptant l’arc NA dans le cercle circonscrit au polygone), que l’angle RBC vaut 2π/n (angle extérieur au triangle isocèle ABC), et que l’angle MBQ vaut π/3 (par hypothèse).
L’angle PBN vaut π/6 : angle inscrit dans le cercle de centre A et de rayon AB, interceptant le même arc que l’angle PAN qui vaut π/3 (par hypothèse).

Enfin, l’angle CBM vaut la moitié de l’angle COM, soit la moitié de (π – NOC), et comme NOC = 3.NOA = 3(2π/n), CBM vaut [π – 3(2π/n)]/2.
On obtient donc 

RBQ = 2π/n + [π – 3(2π/n)]/2 + π/3 = 2π/n + π/2 – 3(π/n) + π/3
PBA = π/6 + π/n 

Et RBQ + PBA = π                  CQFD …
Cette démonstration est valable quel que soit n, pair ou impair.

2) Triangle construit sur une corde 1-3 (la plus petite possible)

Ci-dessous, la figure obtenue dans le cas où n = 14
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Le même raisonnement que celui donné plus haut conduit à vérifier si, oui ou non, les angles REQ et PED sont supplémentaires.

REQ = REF + FEM + MEQ = 2π/n + [π – 5(2π/n)]/2 + π/3 = π/2 – 3π/n + π/3
PED = PEA + AED = π/6 + 3π/n
REQ + PED = π
Le point P se trouve donc bien sur EQ.

En fait, tout ceci se généralise très facilement si l’on considère, non plus un polygone régulier, mais carrément, un cercle ! 
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Soit un cercle de centre O, un diamètre AB de ce cercle et un point M sur ce cercle, plus proche de A que de B. Le cercle de centre M et de rayon MA recoupe le cercle de centre O en N. Cela suffit pour que les triangles équilatéraux AMP et BNS, construits, intérieurement au cercle O, respectivement sur les cordes AM et BN, partagent le point P. 
En effet, l’angle ANB est droit, l’angle BNS vaut 60° par construction, donc l’angle SNA vaut 30°. D’autre part, l’angle PMA vaut 60° par construction, donc l’angle PNA en vaut, en tant qu’angle inscrit interceptant le même arc AP, la moitié, soit 30°. Les deux angles PNA et SNA ont donc même valeur et un côté commun, NA ; donc ils coïncident et les points N, P et S sont alignés. 
Je dirais volontiers que les triangles d’une telle paire sont « complémentaires dans le cercle de centre O ».

Et quand, dans Geogebra, je déplace en continu le point M sur tout le cercle, j’obtiens des effets kaléidoscopiques !
